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Predmluva

Mili mladi ptatelé,

Presto, ze se tikd, Ze matematika je jen jedna, zplsob vykladu matematiky se mize
znaéné liSit. Zatimco na stfedni Skole je kladen diraz na feSeni konkrétnich tloh,
vysokoSkolskd matematika byva zpravidla pfednaSena podle tradi¢niho schématu ,,.Definice —
véta — dikaz®. Tento zptisob vykladu vam mulize zpocatku Cinit jisté potize. Budete zavaleni
spoustou novych abstraktnich pojmu, které jsou vSak nezbytné pro vaSe dalSi studium
matematickych disciplin. K tomu, abyste novym pojmim spravné porozuméli, je tieba
zodpovédét fadu otdzek, absolvovat mnohd cviceni a vyfesSit spoustu tloh. Ne nadarmo se
fika, Ze matematicky text se necte, ale ,,studuje s tuzkou v ruce®. Studijni text, ktery se vam
dostava do rukou obsahuje kromé potiebné teorie také otdzky a cviCeni, na kterych byste si
méli vyzkouset, zda jste jednotlivé pojmy spravné pochopili. U nékterych cviceni vam budou
stacit znalosti ze stfedni Skoly, néktera budete schopni zvladnout az v pribéhu vaseho dalsiho
studia. V kazdém ptipadé€ se od vas oc¢ekava aktivni pfistup pti hledani odpovédi na otazky a
pti provadéni cvieni. Pokud budete mit pii studiu problémy, nevéhejte a snazte se najit
odpovéd’ v literatufe, na internetu nebo u svych vyucujicich.

Matematika je krasnd véda, kterd vSak odhali svou krasu jenom tomu, kdo ma dostatek
trpélivosti piekonat prekazky objevujici se zejména na pocatku jejiho studia. Pfeji vam,
abyste tuto trpélivost v sob¢ nasli a podatilo se vam zazit ptijemné pocity z objevovani krasy
matematiky. Nasledujici studijni text by vam pii tom mél pomoci. Byl vytvofen za podpory
grantu EU OPVK CZ.1.07/2.2.00/15.0310 ,,Profesni ptiprava uclitelti ptirodovédnych oborii
pro uplatnéni v konkurenénim prostfedi“ a mél by slouzit zejména jako podplrny text
vyucovaciho predmétu ,,Uvod do studia matematiky pro kazdého®, ktery v ramci tohoto
projektu vznikl.

V Olomouci, 2011 Autor



1 Z&klady matematické logiky
1.1 Formalizovany matematicky jazyk

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumét rozdilu mezi formalizovanym a zivym jazykem,
e pochopit vyznam formalizovaného jazyka pro pfesné vyjadfovani v matematice,
e spravné chapat a pouzivat zdkladni matematickou symboliku.

Z hodin matematiky si jist¢ pamatujete, Ze matematické poucky jsou zpravidla
vyjadfovany a zapisovany specifickym (formalizovanym) jazykem, odlisnym od bézného
zivého jazyka. Pro¢ matematika potfebuje svij vlastni jazyk? V zasad€ ze dvou hlavnich
duvodd — kvili presnosti vyjadfovani a zjednoduSeni zapist. UkaZme si to na dvou
jednoduchych ptikladech:

Priklad

Zapis V a, beR; a’ —b”* = (a+ b)-(a— b) neni vétou eského jazyka, nebot’ obsahuje specialni
symboly, které nepatii do ceské abecedy. Pokud bychom chtéli tuto rovnost vyjadtit slovné
(bé€Znym jazykem), pusobilo by to dost neohraban¢: ,,Rozdil druhych mocnin libovolnych
dvou realnych ¢isel je roven soucinu souctu a rozdilu téchto dvou ¢isel.“ Formalizovany jazyk
nam tedy umoziuje jednodussi pfehlednéjsi zapis matematickych vyrazii a tim také usnadiiuje
praci s vyrazy (napf. Gpravy vyraza).

Priklad

Uvazujme vétu: ,,Cislo X je nejmensi piirozené &islo, které meni mozno charakterizovat
pomoci véty Ceského jazyka zapsané pomocinejvyse 200 pismen.* Tato véta je vSak vétou
ceského jazyka, kterd je zapsana pomoci méné nez 200 pismen a charakterizuje ¢islo X. Proto
X nemize mit popisovanou vlastnost. Dostavame tak logicky paradox, ktery je disledkem
nepresnosti bézného jazyka.

Z uvedenych prikladl je vidét, Ze pro matematiku je ucelné budovat piesny
(formalizovany) jazyk. Z hlediska toho, kdo chce studovat urcitou matematickou teorii, je
velmi dulezité dobre znat symboly neboli abecedu, kterou tato teorie pouziva a také dobie znat
gramatiku, tj. pravidla, podle nichz se z abecedy tvoii slova (formule). Symboly pouzivané
v matematickych zapisech jsou dvojiho druhu — konstanty a proménné. Konstantou rozumime
kazdy jazykovy vyraz, ktery méa jednoznacné uréeny smysl. Proménnou rozumime jazykovy
vyraz, ktery sdm nema smysl, ale urcuje misto, na které je mozné za n¢j dosazovat konstanty
z daného oboru proménnosti.

Otéazky

1. Pro¢ matematika potfebuje vlastni formalizovany jazyk?
2. Co rozumime formuli matematické teorie?
3. Co potiebujeme znat, abychom mohli tvotit formule urcité matematické teorie?



Cviceni

1) Ptectéte spravné nasledujici formule:

a)
b)
c)
d)
€)
f)
g)
h)
i)
J)
k)
)
m)
n)
0)

v a, beR; a’—b’=(a—b)(a*+ab+b?);
I neN; n? = -1;
JeeG V acG; cea = aee =a;
VaeG JecG; cea = aee =a;
A=(0,4);

B={1,2,3};

M={neN;n <4};

K= {xeR;f(x)=3};
T={(X,y) € AxB;x=y+ 1};
S={XePA); XcM};
VxeR(X # 0 = x* > 0);
IXeR(X>0 A X< 3);
vaeN(6la < (3lan2la));
WccV,

L 9

2) Zapiste pomoci matematickych symbolii:

a)
b)

c)

d)
€)
f)
g)

h)
i)
),
k)
D

A je mnozina vSech ptirozenych Cisel délitelnych péti.

Mnozina B je podmnoZinou priniku mnozin C a D.

Pro kazdé realné Cislo x plati, ze jeho druhd mocnina zvétSend o jedniku je Cislo
kladné.

Sjednoceni mnozin je komutativni operace.

Prinik mnozin je asociativni operace.

Prinik mnozin je distributivni vzhledem ke sjednoceni.

Jestlize ptirozené Cislo X je vétsi nez 3, pak existuje prirozené Cislo Yy, které je mensi
nez X.

Kartézsky sou¢in mnozin A a B je mnozina vSech uspotadanych dvojic takovych, ze
jejich prvni slozka patii do mnoziny A a druha slozka do mnoziny B.

Uspotadana dvojice vytvoiena z piirozenych Cisel X a y patii relaci R pravé tehdy,
kdyz 3 déli x+y.

Zobrazeni f pfitazuje kazdému realnému ¢islu jeho druhou mocninu zmensenou o 5.
Operace e definovand na mnoziné M je komutativni.

Operace e definovand na mnoziné M je asociativni.

m) Operace o definovand na mnoziné M je distributivni vzhledem k operaci * definované

n)
0)

p)
Q)
r)

s)
t)
u)

na mnoziné M.

Vektor €R" je linearni kombinaci vektort ..., eR".

Linearni obal mnoziny M, kterd je podmnozinou vektorového prostoru V, je roven
mnoziné vSech linedrnich kombinaci vektorti z M.

W je podprostorem vektorového prostoru V.

Matice B vznikla z matice A = vynasobenim jejiho i-tého tadku ¢islem c.
Determinant matice B vznikl vynasobenim k-t¢ho sloupce determinantu matice
A= Cislem C.

Dimenze prostoru W je rovna dimenzi priniku prostora Sa T.

Hodnost matice A je vétsi nez hodnost matice B.

Jadro homomorfismu f je jednoprvkové.
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v) Vektor lezi v podprostoru generovaném vektory ...,

3) Rozhodnéte, zda nasledujici zapisy davaji smysl, ptip. je vhodné upravte:
a) M={neN;n};
b) FIyeR(xX>0 A X< 3);
c) =
d) detA= ;
e) A={(xy)eN;x<y};
f) f: R"—>R", f((X1, ..., Xn)) = X1 + .o + X
2 g R >R, g((xY,2)=(X-Y,x-32);
hy ¢, +...+c =0;
) dimv={ .., };

1.2 Vyroky, vyrokové formule, vyrokove formy

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumét obsahu pojmil vyrok, vyrokova formule, vyrokova forma,

e pracovat se zakladnimi logickymi spojkami a vyhodnocovat tabulky pravdivostnich
hodnot vyrokovych formuli,

e urcovat obory pravdivosti vyrokovych forem,

e tvorit kvantifikované vyroky a jejich negace.

Vyrokem rozumime kazdé sdéleni, o némz ma smysl uvazovat, zda je pravdivé nebo
nepravdivé, pficemz mliZze nastat prave jedna z téchto dvou moznosti.
Zkusme se zamyslet nad tim, ktera z nasledujicich sdéleni jsou vyroky, pfipadné jaka je jejich
pravdivost:
A: Cislo 2 je v&tsi nez nula.
B: 2°=5.
C: Velryba neni savec.
D: Ve vesmiru existuje zivot i mimo Zemi.
E: a—b’=(a+bh)(a—bh).
F:3a, b, ceN;c?=a’>+b%
G:3a,b,c,neN,n>2;c"=a"+b".
H: Jestlize velryba neni savec, pak 2% = 5.

Ziejmé A je pravdivy vyrok, zatimco B a C jsou vyroky nepravdivé. Pfipad D je vyrokem ve
smyslu nasi definice, v sou¢asné dobé ovsem nezname jeho pravdivost (jde o tzv. hypotézu).
E neni vyrokem, pokud nevime nic bliz§iho o proménnych a, b. V této kapitole se dozvime,
Ze se jedna o tzv. vyrokovou formu, z niz lze vytvofit vyrok pomoci kvantifikator(i (napt. V a,
beR; a* - b” = (a+ b)-(a - b) je vyrok pravdivy). F je vyrok pravdivy, napt. 5° = 3% + 4°.
Ptipad G odpovida negaci tzv. Velké Fermatovy véty, kterd byla po dobu vice nez 350 let
hypotézou odolavajici pokusiim o dikaz ¢i vyvraceni. Dlikaz této véty byl podan az koncem
20. stoleti. G je tedy vyrok nepravdivy. V ptipadé H se jedna o vyrok, dokonce pravdivy.
Vyrok H je tzv. sloZeny vyrok, nebot’ jej lze rozdélit na dva samostatné vyroky (v tomto
ptipad¢ vyroky C a B). Ostatni vyroky z naseho ptikladu tuto vlastnost nemaji. Takovym
vyroktim Fikame atomarni vyroky.




V matematice Casto feSime otazku, jak zavisi pravdivost sloZené¢ho vyroku na pravdivostech
jeho jednotlivych atomarnich vyroku. Touto problematikou se zabyva tzv. vyrokova logika.
Pro naSe potfeby bude stacit znalost zakladnich vyrokovych spojek (negace, konjunkce,
disjunkce, implikace, ekvivalence), snimiz jste se jiz setkali na stfedni Skole. Pro
zjednoduSeni zapisu zavadime formalizovany jazyk, jehoz soucasti je abeceda a gramatika
(viz kapitola 1.1). Konstantami této abecedy jsou symboly pro vyrokové spojky (—, A, v, =,
<) a pomocné symboly (zavorky). Proménnymi jsou symboly zastupujici konkrétni vyroky
(A, B, C, ...), tzv. vyrokové proménné. Z uvedenych symboli pak skladame pomoci jistych
pravidel (gramatiky) tzv. vyrokové formule (neplést s vyrokovymi formami!). Pro
jednoduchost vSak zpravidla nedosazujeme do vyrokovych formuli za vyrokové proménné
vyroky, ale pouze jejich pravdivostni hodnoty (1 pro pravdivy vyrok, 0 pro nepravdivy vyrok)
a vSe zapisujeme do piehledné tabulky. Z hlediska matematické logiky maji velky vyznam
vyrokové formule, které maji vzdy pravdivostni hodnotu 1. Rikame jim tautologie a jsou to
vlastné logické zakony, které lze vyuzit napf. pfi diikazech matematickych vét. Naopak
formule, jejichz pravdivostni hodnota je vzdy 0, nazyvame kontradikce. Splnitelnou formuli
nazveme takovou formuli, kterd nabyva pravdivostni hodnoty 1 alesponi pro jedno dosazeni za
jeji vyrokové proménné. Tautologie je tedy specidlnim piipadem splnitelné formule.

Z ptedchoziho vykladu je ziejmé, Ze vyrokovéd logika pracuje pouze s pravdivostnimi
hodnotami vyrokl a nezajima se o jejich vnitini stavbu. Touto problematikou se zabyva tzv.
predikatova logika. Zakladnim pojmem predikatové logiky je pojem vyrokova forma.
Vyrokovou formou rozumime takové sdéleni, které obsahuje proménné a které se stane
vyrokem po dosazeni konstant z obor(i proménnosti za vSechny proménné, nebo vazanim
vSech proménnych pomoci kvantifikatora.

Priklad
Naésledujici sdéleni jsou vyrokovymi formami:
1. V(X): x je délitelné tiemi,
2. W(x): x<6,
3. UX): — < 5,
4. S(x,y): xdeliy.

Z uvedenych vyrokovych forem lze tvofit vyroky dosazenim za proménné z obort
proménnosti nebo vazanim proménnych kvantifikatory. V piipadé vyrokové formy V(X)
bychom za obor proménnosti mohli vzit mnozinu vSech pfirozenych ¢isel. Po dosazeni
jakéhokoliv ptirozeného Cisla za x dostaneme vyrok. Pravdivy vyrok dostaneme pouze tehdy,
dosadime-li za X ptirozené Cislo délitelné tfemi. Napt. symbolem V(12) oznaujeme pravdivy
vyrok ,,12 je délitelné tfemi“. Obor pravdivosti vyrokové formy V(X) je tedy mnozina P, =
{3, 6, 9, ...}. Podobnég, jestlize pro W(X) vezmeme za obor proménnosti mnozinu vsech
realnych ¢isel, bude oborem pravdivosti P, = (-00, 6). V piipadé¢ U(X) je tieba si uvédomit, ze
tato vyrokova forma nema smysl pro X = 2. Za obor proménnosti tedy mizeme vzit mnozinu
(-0, 2) U (2,0) a oborem pravdivosti bude P3 = (-0, 2) U (-, o). Vyrokova forma S(X, Yy)

obsahuje dvé proménné a jejim oborem proménnosti by mohla byt mnozina vSech
uspotfadanych dvojic (X, y) vytvofenych z ptirozenych ¢isel (tzv. kartézsky soucin NxN).
Oborem pravdivosti pak bude mnozina vSech dvojic (X, ¥) z NxN, pro néz plati, ze x d€li y. Do
této mnoziny patii napt. dvojice (1, 2), (2, 4), (5, 10), ale nepatii do ni napt. dvojice (3, 5)
nebo (10, 5).

Vyroky lze vytvofit z vyrokovych forem rovnéz vazanim proménnych (vsech!) pomoci
kvantifikatord. Napi. zapis VX(V(X)) éteme ,,Pro kazdé X plati V(X)* neboli ,,Pro kazdé x plati:
X je délitelné ttemi“. Toto sdé€leni je jiz vyrokem (tzv. obecny vyrok pfislusny k vyrokové
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forme V(x)), a to vyrokem nepravdivym. Symbol VX nazyvame obecny kvantifikator. Podobné
zapis IX(V(X)) ¢teme ,,Existuje alespoii jedno X takové, Ze plati V(X)“ neboli ,,Existuje alesponi
jedno x délitelné tfemi*. Toto sdéleni je vyrokem (tzv. existencni vyrok pfislusny k vyrokové
form¢ V(x)), a to vyrokem pravdivym. Symbol 3IX nazyvame existencni kvantifikator.
Poznamenejme, ze napt. VX(S(X, y)) neni vyrok, nebot’ kvantifikdtorem je vazéna pouze
proménna X, zatimco proménna y vazana neni (tzv. volna proménna).

Otézky

1. Co je to vyrok?

2. Co je hypotéza?

3. Co je sloZzeny vyrok?

4. Co rozumime vyrokovou formou?

5. Co je volna proménna?

6. Co je vazana proménna?

7. Jakym zpiisobem lze z vyrokové formy vytvofit vyrok?
8. Co rozumime vyrokovou formuli?

9. Co je to tautologie?

Cviceni

1) Rozhodnéte, ve kterém z nésledujicich pfipadd se jednd o vyrok, ptipadné urcete jeho
pravdivost:
a) Venku prsi.
b) Kolik je hodin?
c) Paj¢ mi 100 korun!
d) Praha je hlavni mésto Ceskoslovenska.
e) x+1=0.
f) Pavel navstivil Pafiz i Londyn.
g) Bude oteviend restaurace U Huberta nebo Bristol.
h) Vecer pljdu do kina nebo do divadla.
1) Jestlize dnes dokoncim ¢lanek, pijdu vecer na prochazku.
J) Jestlize 1 + 1 =2, pak Olomouc lezi na Hané.
k) Jestlize 1 + 1 =2, pak Olomouc lezi v Africe.
) Jestlize 1 + 1 =3, pak Olomouc lezi v Africe.
m) Jestlize 1 + 1 = 3, pak Olomouc leZi na Hané.
n) 1+ 1=3 pravé tehdy, kdyz Olomouc lezi v Africe.
o) 1+ 1=2 prave tehdy, kdyz Olomouc lezi v Africe.
p) 1+ 1=2 pravé tehdy, kdyz Olomouc lezi na Hané.
q) 1+ 1=23prave tehdy, kdyz Olomouc lezi na Hané.
r) VxeN (x <3).
s) IxeN (x < 3).
t) IXxeN(x+y=1).
u) VxeN3IxeN(x+y=1).
v) IXxeN VxeN (x+y=1).

2) Rozhodnéte, které vyroky z predchdzejiciho cviceni jsou atomarni a které sloZené.

3) Negujte nasledujici vyroky, piip. se zamyslete nad jejich pravdivosti:
a) Dnes nepfijde ani Petr ani Pavel.



4)

5)

6)

b) Venku je zima a nesviti slunce.

c) Udélam to ja nebo Tomas.

d) Kazda riize ma trni.

e) Zadné auto neni modré nebo aspoii jedno auto je Zluté.

f) Zadny lovék neni bez chyby a kazdy ¢lovék se miize mylit.
g) Jestlize se budu ucit, udélam zkousku z algebry.

h) Budu-li mit volno, ptjdu do kina nebo do divadla.

i) Zadna kuli¢ka leZici na tomto stole neni modra.

j) Alespoii jedno celé ¢islo je sudé a zadné celé Cislo neni liché.
k) Pro vSechna kladna redlna €isla r, s platir <r-s.

) Existuji celd cisla t;, ..., ty, znichz alesponn jedno je rtizné¢ od nuly takova, ze
t]+ R tn= 0.
m) Pro libovolnd ptirozena ¢isla ay, ..., an, kde n > 5 a alespon jedno z téchto cisel je vétsi

nez 5, platia; + ... +a, > 10.
n) Existuji ryze imaginarni ¢isla z;, z,, z3, jejichz soucin je ¢islo realné.
0) VxeR(X# 0= x*>0).
p) IXxeR(X>0 A Xx<3).
q) VaeN(6la< (3lan2la)).
r) IxeN VxeNy* >y).
s) VxeN I xeN (y*=y).
t) 3IxeN I xeN (X +y)* =2(X +Y)).
u) VaeN VbeN (a<b = 3xeN (a<xAx<b)).

Rozhodnéte, které z nasledujicich vyrazii jsou formule vyrokové logiky:
a) (A-B)= (C< D),

b) (AC vV E)=—B,

¢c) - (A=B)< (AA—-B),

d) (A= B) A (- B= D)),

e) - (AAB)< (—Av=B),

) X=2(Yed)e(X=2Y)e (X=2)),

g) “(A=B)< (AA=B)v(-AAB)).

Vypliite tabulky pravdivostnich hodnot pro formule z ptedchoziho ptikladu a rozhodnéte,
které z nich jsou tautologie, ptipadné splnitelné formule nebo kontradikce.

Ov¢ite, ze jsou nasledujici vyrokové formule tautologie:

a) Av—-A (zékon vyloucenti tfetiho),
b) —(AA—-A) (zékon sporu),
c) ~(-A)<=A (zékon sporu),
d) AABAC) <= ((AAB)AC) (zakon asociativni pro konjunkci),
e) Av(BvC) < (AvB)v(C) (zékon asociativni pro disjunkci),

) (AA(BvVC)<=((AAB)v(AAC)) (distributivnost konjunkce vzhledem k disjunkci),
g) (Av (B AC)<=((AvB)A(AvC)) (distributivnost disjunkce vzhledem ke konjunkci),
h) (A=>B)AB=C)=A=0C) (tranzitivita implikace),
i) =(A=B)< (A A—B),

) AeB)< (A=B)A(B=A).



7)

8)

9)

Zapiste ve tvaru {xeM ; V(X)} nasledujici mnoziny:

a) mnozinu vSech jednocifernych nasobkt ¢isla 3,

b) mnoZzinu vSech tietich komplexnich odmocnin z jedné,

¢) mnozinu viech realnych feseni rovnice x> —x — 6 =0,

d) mnozinu vSech ptfirozenych déliteld Cisla 24,

e) mnozinu vSech uspotfadanych dvojic ptirozenych ¢&isel takovych, ze prvni slozka
v kazdé dvojici je vetsi nez druha slozka,

f) mnozinu vSech realnych Cisel, ktera se v zobrazeni f zobrazi na nulu,

g) mnozinu vSech obrazl zobrazeni g: A — B,

h) mnozinu vSech prvkil grupoidu G s neutrdlnim prvkem n, k nimz existuje prvek
symetricky,

1) mnozinu vSech netrividlnich délitelt nuly okruhu (A, +, -),

j) mnozinu vSech regularnich matic stupné n,

k) mnozinu vSech linearnich kombinaci vektori z podmnoziny M vektorového prostoru
\2

) prinik podprostortt W; a W, vektorového prostoru V,

m) soucet podprostortt W; a W, vektorového prostoru V,

n) jadro homomorfismu f vektorového prostoru V do vektorového prostoru V'.

Uved'te ptiklad mnoziny M a vyrokové formy V(X) tak, aby
a) {XeM;V(X)} byla prazdnd mnoZina,
b) {xeM; V(X)} byla cela mnoZzina M.

Uved’te ptiklad mnoziny M a dvou rtiznych vyrokovych forem V(X) a W(X) tak, aby platilo
{XeM ; V(X)} = {xeM ; W(x)}.

10) Oveite, ze vyrokova formule — (A A B) < (—A v — B) je tautologie (tzv. de Morgantv

zakon) a zformulujte pomoci této tautologie nasledujici vyroky, popt. vyrokové formy v
jiném, ekvivalentnim tvaru:

a) Neni pravda, Ze Cislo 7 je raciondlni a kladné.

b) Neni pravda, Zze Albert Einstein byl Angli¢an a zil v 15. stoleti.

c) Neni pravda, ze ¢tyfuhelnik ABCD je kosoctverec nebo lichobéZnik.

d) Neni pravda, ze ptirozené Cislo K je délitelné dvéma nebo tfemi.

11) Oveite, ze vyrokova formule (A = B) < (—B = —A) je tautologie (tzv. zdkon

transpozice) a zformulujte pomoci této tautologie nasledujici vyroky, popt. vyrokové
formy v jiném, ekvivalentnim tvaru:

a) Jestlize ctyfuhelnik ABCD je rovnobéznik, pak se jeho thlopticky navzajem piili.

b) Jestlize je pfirozené Cislo X délitelné dvéma a tfemi, pak je délitelné Sesti.

c) Jestlize je pfirozené ¢islo X délitelné dvéma a ctyimi, pak je délitelné osmi.

d) Jestlize nebudu moci ptijet, poslu telegram.

e) Jestlize ma pacient chiipku, pak ma zvySenou teplotu.

12) Ovéite, ze vyrokova formule (A v B) < (—A = B) je tautologie a zformulujte pomoci této

tautologie nasledujici vyroky, popt. vyrokové formy v jiném, ekvivalentnim tvaru:
a) Reseni rovnice X + 4 = 5 je kladné nebo zaporné.

b) Zitra ptijdu nebo zatelefonuji.

c) Pfijedu vlakem nebo autobusem.

d) V tomto byté je ustfedni nebo etaZzové topeni.

e) a=>10.
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13) Na zaklad¢ vyrokové logiky ovéite, zda nasledujici tsudek je spravny. Vinikem je Petr
nebo Pavel. Je-1i vinikem Petr, pak Pavel nebyl v 11 hodin na misté ¢inu. Je-li vinikem
Pavel, pak je jasny motiv ¢inu. Tedy, jestlize byl Pavel v 11 hodin na mist¢ ¢inu, pak je
jasny motiv ¢inu.

14) Na ostrové ziji dva kmeny — Pravéci, ktefi mluvi vzdy pravdu a Kecalové, kteti vzdy 1zou.
Cestovatel potkal domorodce a zeptal se ho, kdo je. Kdyz uslysel, Ze je Pravak, najal ho
do sluzby jako prtvodce. Spolu potkali jiného domorodce a cestovatel poslal svého
pravodce, aby se tohoto domorodce zeptal, kdo je. Priivodce se vratil a fekl, Ze domorodec
tvrdi, Ze je Pravak. Byl prtiivodce Pravak nebo Kecal?

2 Mnoziny, relace, zobrazeni

2.1 Z&kladni poznatky o mnoZinach

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumét obsahu pojmu mnoZina,
e spravné pouzivat mnozinovou terminologii a symboliku,
e provadét zakladni mnoZinové operace.

Pojem mnozina je jednim ze zakladnich pojmt soucasné matematiky. Pro nase potieby
vystatime s intuitivni pfedstavou mnoZiny jakoZzto souboru jakychkoliv objektd (prvki).
Mnoziny oznacujeme zpravidla velkymi pismeny a jejich prvky malymi pismeny. Zapis XeA
Cteme , X je prvkem A* a zapis X¢A znamend , X neni prvkem A“. Mnoziny, které obsahuji
kone¢ny pocet prvkl, se nazyvaji koneCné, ostatnim fikame nekonecné. UvaZzujeme i tzv.
prédzdnou mnozinu, ktera neobsahuje zadné prvky. Prazdnou mnozinu zna¢ime symbolem .
Kone¢nou mnozinu lze zadat vyctem prvkil, tj. vypiSeme vSechny jeji prvky do slozené
zavorky, napt. B = {a, b, c}. Jiny zplGsob urCeni mnoZiny je pomoci charakteristické
vlastnosti. Je-1i V(X) vyrokova forma o jedné proménné x a P obor jeji proménnosti, pak A =
{XeP; V(X)} oznaCuje mnozinu vSech prvkid aeP, pro néz je V(a) pravdivym vyrokem.
Ptipomenime stru¢né zédkladni operace s mnozinami, s nimiz jste se setkali jiz na stfedni Skole.
Prlinikem mnoZin A a B rozumime mnozinu A N B = {X; xeA A xeB}. Sjednocenim mnoZin A
a B rozumime mnozinu A U B = {X; xeA v xeB}. Rozdilem mnozin A a B rozumime mnozinu
A\ B = {x; XxeA A xgB}. Dale tikame, Ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B (piSeme A —
B), jestlize Vx(xeA = xeB). Rikame, Ze A je vlastni podmnoZinou mnoziny B (znaéime A c
B), jestlize A — B a A#B. Rekneme, Ze mnoZina A se rovna mnoziné B (piseme A = B), jestlize
VX(xeA < xeB), tj. A< B A B < A. Pii praci s mnozinami je vyhodné vyuzivat jejich
grafického vyjadieni pomoci Vennovych diagramd, které byste méli rovnéZ znat ze stiedni
Skoly.

Otéazky

1. Co je to mnozina?
2. Jakym zplisobem miize byt mnoZzina zadana?
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Co rozumime priinikem mnoZzin?

Jaké vlastnosti ma operace prunik mnozin?

Co rozumime sjednocenim mnozin?

Jaké vlastnosti ma operace sjednoceni mnozin?

Co rozumime rozdilem mnoZzin?

Jaké vlastnosti ma operace rozdil mnozin?

Kdy fekneme, Ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B?

10 Kdy fekneme, Ze mnozina A je vlastni podmnozmou mnoziny B?
11. Kdy fekneme, ze mnozina A se rovna mnozin¢ B?

Cviceni

1) Pokud je to mozné, zadejte nasledujici mnoziny vyctem prvkd, ptip. jinym zpiisobem:

2)

3)

a) P ={xeR; X¥’—x—-6=0},

b) D ={xeN; x¥*+1=0},

¢) C ={xeN; x|12},

d) B={xeN; 24 <x <25},

) E={xeR; 24 <x<25},

) F={xeN; 2<x<5)axl12},

g) G={xeR; (2<x<5)vx=12},

h) H={XeR; (2<X<5)Ax=12,

) 1={xeQ; 2<x<5)vx=12},

1) A={xeQ; 2<x<5)Ax2>12},

k) R ={(x,y)eA:; x|y A l<x<y},kde A ={1,2,3, 4},
1) M je prinik vSech podprostort vektorového prostoru V.

Zadejte nasledujici mnoZiny charakteristickou vlastnosti:

a) A =1{1,2,4},

b) S je mnozina vsech sudych celych ¢isel,

¢) L je mnozina vSech lichych celych ¢isel,

d) B= -52),

e) E=O,

f) F=(-0,2)u (2, x),

g) Ri ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2), (2, 4), (3, 3), (4, B},
h)y C ={2,5},

) D ={J,{2},{5}.{2,5}},

J) W={ },kde jenulovy vektor vektorového prostoru V.

Urcete pocet prvkl nasledujicich mnozin:
a) P ={xeR; X¥’—x—-6=0},
b) D ={xeN; x¥*+1=0},

c) A =(-0,2);

d) B ={(-, 2)};
e) C =0,

f) E={J};

g) F={{J}};

h)y H={{J}, LR, {1,2,3}};
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4)

5)

6)

Znazornéte pomoci Vennovych diagramli nasledujici situace:

a) Kazdy ¢tverec je rovnobéznik, ale nékteré rovnobézniky nejsou Ctverce.

b) Kazdé ptirozené Cislo, které je délitelné ctyfmi, je délitelné dvéma.

c) Nektery trojiihelnik neni ani pravothly, ani rovnoramenny.

d) Kazdé prirozené Cislo, které je délitelné Sesti, je délitelné dvéma a tiemi, a kazdé
ptirozené Cislo, které je délitelné dvéma a tfemi, je délitelné Sesti.

Uvazujme mnozinu F vSech pracovnikli jisté firmy a vni tfi podmnoziny: M je

podmnozina vSech pracovniki mladSich 30 let, K je podmnozina vSech kvalifikovanych

pracovniki a Vje podmnozina vSech vedoucich pracovnikli. Znazornéte pomoci

Vennovych diagramll nasledujici situace:

a) Kazdy vedouci pracovnik mladsi nez 30 let ma potiebnou kvalifikaci.

b) Nekteti vedouci pracovnici, jimz je asponi 30 let, nemaji pottebnou kvalifikaci.

c) Kazdy kvalifikovany pracovnik je na vedoucim misté nebo mu jesté neni 30 let.

d) Nekteti vedouci pracovnici s kvalifikaci jsou mladsi nez 30 let.

e) Nektefi pracovnici mladsi nez 30 let nejsou na vedoucim misté (o jejich kvalifikaci nic
nevime).

f) Kazdy pracovnik firmy je mladsi nez 30 let nebo je na vedoucim misté¢ a kazdy
pracovnik mladsi nez 30 let ma potiebnou kvalifikaci.

Pomoci Vennovych diagramii rozhodnéte o spravnosti nasledujicich logickych usudk:

a) Kazda ryba umi plavat.
Kazdy thot je ryba.

Kazdy tthot umi plavat.

b) Zadny student neni bohaty.
Kazdy student umi Cist.

rowr

¢) Zadny zlod&j neni poctivy.
Nekteti nepoctivi lidé jsou potrestani.
Nékteti zlodéji jsou potrestani.

d) Vsem zertim se lidé sméji.
Zadny z mych referat neni minén zertem.
Zadnému z mych referatt se lidé nesméji.

e) Nekteti kufaci jsou nemocni.
Nékteti z mych ptibuznych koufi.
Nékteti z mych ptibuznych jsou nemocni.

f) VSechna nebeska télesa obihaji kolem Zemé.
Slunce je nebeské téleso.

Slunce obiha kolem Zemé.

g) Kdo se dobie ucil, stal se vazenym Clovekem.
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Nejsem vazeny clovek.

Neucil jsem se dobie.

h) Kdo se dobfe ucil, stal se vazenym Clovekem.
Jsem vazeny ¢lovek.

U¢il jsem se dobte.

2.2 Relace a zobrazeni

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumét obsahu pojmul bindrni relace na mnozin€ a zobrazeni mnoZziny,

e spravné pouzivat ptisluSnou terminologii a symboliku,

e samostatné ur¢ovat zakladni vlastnosti danych relaci a zobrazeni,

e porozumét obsahu a vzajemnému vztahu pojmu relace ekvivalence a rozklad mnoziny,

e porozumét obsahu pojmu relace usporadani.

Jsou-li , , ,  neprdzdné mnoZziny, pak mnozinu X X X

obsahujici vSechny uspotfadané n-tice (m;, Ma,..., My), kde mieM; , 1 = 1, 2,..., n nazyvame
kartézskym souCinem mnozin .+ , . V pripadé, ze = = = =M,

mluvime o kartézské mocningé mnoZiny M, kterou znagime M". Pro n = 0 definujeme M’ =
{D}.

Libovolnou podmnozinu R kartézského sou¢inu M" nazyvame n-arni relaci na
mnoziné M. Pro n = 2 hovofime specialné o binarni relaci na mnoziné M.

Poznamka: Pro binarni relaci pouzivame nékdy misto zapisu (a, b) € R také zapis aRb. Napf.
pro relaci ,,<“ je obvyklej$i psat a < b nez (a, b) € <.

Definice 2.2.1 Necht' R je binarni relace na mnoziné M. Rikdme, Ze

a) R je rexlexivni na M, jestlize VaeM plati (a, a) € R,

b) R je antireflexivni na M, jestlize VaeM plati (a, a)¢ R,

¢) R je symetricka na M, jestlize Va, be M plati (a, b) € R implikuje (b, @) € R,

d) R je tranzitivni na M, jestlize Va, b, ce M plati (a, b) €R, (b, ¢) €R implikuje (a, ¢)eR,
¢) R je antisymetrickd na M, jestlize Va, be M plati (a, b) € R, (b, a) €R implikuje a = b,
f) R je konektivni (souvisla) na M, jestlize Va, be M plati (a, b) € R nebo (b, a) € R,

Definice 2.2.2 Binarni relace ,,<* na mnoziné M, ktera je reflexivni a tranzitivni se nazyva
kvaziusporadani na M. Mnozina M, na niz je definovano kvaziuspotadani ,,<* se nazyva
kvaziuspofadana a znaci se (M, < ). Kvaziuspotadana mnozina (M, <) takova, Ze relace ,,<*
je antisymetricka, se nazyva usporadana a relace ,,<“ se v tomto pfipadé nazyva usporadani
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na M. Je-li uspofadani navic konektivni, hovoiime o linedrnim usporadani a piislusnou
uspotfadanou mnozinu v tomto piipadé nazyvame linedarné usporadanou mnoZinou nebo téz
retézcem.

Definice 2.2.3 Relaci ekvivalence (stru¢né ekvivalenci) na mnoziné M rozumime kazdou
binarni relaci na M, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Poznédmka 2.2.1 Kazda relace ekvivalence R definovana na mnoziné¢ M vytvati tzv. rozklad
mnoziny M, tj. systém { M;, iel} neprazdnych podmnozin mnoziny M, pro néz plati :
n U mi=m
iel
2) Jestlize i # j, pak Min Mj= &

Ozna¢me [x]rg={yeM, yRx}. Systém {M;, iel} neprazdnych podmnozin mnoziny M
vytvotfime pomoci relace R na zaklad¢ podminky : V X,y € M: [x]r = [Y]r < XRY.

Definici binarni relace na mnoziné lze rozsitit tak, Ze uvazujeme binarni relaci mezi
dvéma (obecné riznymi) mnozinami A a B. Binarni relaci mezi mnoZinami A a B (n¢kdy téz
korespondenci mezi mnoZinami A a B) rozumime kazdou podmnozinu f kartézského sou¢inu
AxB. Pro binarni relaci f mezi mnozinami A a B oznacme

Domf = {xeA, JyeB tak, ze (X, y) € f} (,,domain“- defini¢ni obor korespondence f),

Imf = { yeB, IxeAtak, ze (x, y) € f} (,,image*— obor hodnot korespondence f).

Definice 2.2.4 Je-li R — AxB binarni relace mezi mnozinami A a B, pak inverzni relaci
k relaci R rozumime relaci R! < BxA takovou, e V acA, beB ; (b, a) € R o (a, b) e R.
Relaci dopliikovou k relaci R rozumime relaci R” = AxB \ R.

Definice 2.2.5 Necht’ R < AxB, S < BxC. Pak sloZenim binarnich relaci R a S (v tomto
potadi) nazyvame bindrni relaci - < AxC takovou, ze V aeA,ceC;(a, Cc) e - <
(3beB; (a,b) e RA(b,c) € 95).

Definice 2.2.6 Zobrazenim f mnoZiny A do mnoZiny B rozumime korespondenci mezi A a B
takovou, ze

1) Domf = A (neboli pro kazdé xeA, IyeB tak, ze (X, y) € f),

2) Pro kazdé xeA a yi, Y2 €B plati: jestlize (X, Y1) €1, (X, ¥2) € f, pak y; = y».

Pro zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B uzivame rovnéz oznaceni f : A — B. Misto (X, y)ef
piSeme také f : x —> y nebo f(xX) =y. Je-li f zobrazeni mnoziny A do mnoziny A (tj. A = B),
hovotime o zobrazeni mnoziny A do sebe.

Definice 2.2.7 Necht’ f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Rikame, ze f je
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a) zobrazeni prosté (injektivni, injekce) A do B, ma-li nasledujici vlastnost :

Pro kazdé x;, X, eA a y eBplati : jestlize (X1, y) € f, (X2, ¥) € f, pak X; = Xa.
b) zobrazeni A na B (surjektivni, surjekce), ma-li vlastnost :

Imf = B (neboli pro kazdé yeB, IxeA tak, ze (X, y) € 1),

c) vzajemné jednoznaCné zobrazeni A na B (bijektivni, bijekce), je-li soucasné injektivni i
surjektivni.

Bijekce mnoziny na sebe se nazyva permutace.

Otéazky

Co rozumime pojmem kartézsky sou¢in mnozin?
Co rozumime pojmem binédrni relace na mnoziné?
Co rozumime binarni relaci mezi mnoZzinami?
Kdy fekneme, Ze relace je na dané mnozing reflexivni?
Kdy fekneme, Ze relace je na dané mnozin€ symetricka?
Kdy fekneme, Ze relace je na dané mnozing antisymetricka?
Kdy fekneme, Ze relace je na dané mnozing tranzitivni?
Co rozumime uspofaddanou mnozinou?
Co rozumime fetézcem?
. Co je to relace ekvivalence?
. Co rozumime rozkladem mnoziny?
. Co rozumime zobrazenim mnoziny do mnoziny?
. Co rozumime defini¢nim oborem a oborem hodnot dané¢ho zobrazeni?
. Kdy fekneme, Ze dané zobrazeni je prosté?
. Kdy tekneme, Ze dané zobrazeni je surjektivni?
. Co je to bijekce?
. Co je to permutace?

O NN RN =

— e e ek e e e e \©O
N AL BN WN - O

Cviceni

1) Je ddna mnozina A ={1,2,3,4,5,6,7, 8}
a) Urdete vy¢tem prvkid binarni relaci R = {(x, y)eA?; X ly A l<x< v},
b) Urcete defini¢ni obor a obor hodnot relace R,
¢) Urdete vy¢tem prvki relaci R inverzni k R,
d) Urcete vyctem prvki relaci R” dopliikkovou k R,
e) Znazorndte relace R, R' a R” pomoci kartézského a uzlového grafu.

2) Namnozin¢ M = {1, 2, 3,4, 5, 6} jsou definovany bindrni relace R, Rz, R3 a R4 pomoci
nasledujicich vyrokovych forem: R;: X je ndsobkem y, R,: X neni ndsobkem y, R3: X je
délitelem y a R4: X neni dé€litelem y.

a) Urcete vyctem prvki binarni relace Ri, Rz, Rz a Ry,
b) Nakreslete kartézské a uzlové grafy téchto relaci.
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3) Je dana mnozina A ={a, b, c,d} arelace S {(a, b), (b, @), (c, b)} = A%, Urcete vlastnosti

relace S. Déle dopliite danou relaci o co nejméné uspotadanych dvojic z A” tak, aby
vznikla relace, ktera bude na mnozin¢ A:

a) reflexivni,

b) symetricka,

c) reflexivni a symetricka,

d) tranzitivni,

e) ekvivalenci.

4) Uved'te ptiklad mnoziny A a relace R, kterd na mnozin¢ A:

5)

6)

7)

a) je reflexivni,

b) neni reflexivni,

c) je symetricka,

d) neni symetricka,

e) je antisymetricka,

f) neni antisymetricka,

g) je tranzitivni,

h) neni tranzitivni,

1) je ekvivalenci,

j) je uspotadanim, které neni linearni,
k) je linearnim uspotfadanim,

) je symetricka a antisymetricka.

Urcete vlastnosti relace R na vhodné mnozin€ M, jestlize vyrokova forma XRy znamena:
a) X je sluzebné podtizeny,

b) Xje starSinezy,

c) X chodi do téze ttidy jako Y,

d) xje manzelkouy,

e) Xneni mladsinezy,

f) X je potomkemy,

g) X je ptfedkemy,

Jsou dany mnoziny A ={1,2,3},B ={a,b,c},C ={&, ¢, v, a} arelace R = {(1, b),
(1,0, 2, a), 3, a)}, S—{(a v), (b 'T-) (b v), (Cc, M)} aT={(e,a), (% D), (s a)}

Urcete sloZené relace - , ,

Urcete vlastnosti nasledujicich relact:

a) Ri ={(xy)eN’; 2[(x+y)},

b) Ry ={(x y)eR%; x=2y},

¢) Rs ={(x,y)eN?* x+y >5},

d) Rs ={(x, y)eR* x=y},

e) Rs ={(X,y)e ppz; X je rovnobézna s Y}, kde p, je mnoZzina vSech pfimek v roviné p.
f) Re ={(xy)eZ’; x| =lyl},

g Ry ={(x y)eZ’; X’ =y},

h) Rs ={(x y)eR%; X*+y =1},

i) Ro ={(x,y)eR% x—y=2kz, kde k je libovolné celé &islo},

1) Rio ={(, y)eAz; x| y}, kde A je mnozina vSech ptirozenych délitelii Cisla 12,
k) Ri ={(x y)eP(A)*; xcy}, kde A={1,2,3},
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8) Rozhodni, které zrelaci z ptredchoziho cvi€eni jsou relace ekvivalence, ptipadné urci
ptislusny rozklad.

9) Rozhodni, které z relaci z cviceni 7) jsou relace uspotfadani (resp. linearni uspotadani),
ptipadné je graficky znazorni (Hassetv diagram).

10) Nakreslete Hassetv diagram uspofadané mnoziny, ktera
a) ma nejvetsi prvek a nema nejmensi prvek,
b) ma dva rizné maximalni prvky,
¢) ma tfi rizné minimalni prvky,
d) nema maximalni prvek,
e) nema maximalni prvek ani minimalni prvek.

11) Rozhodni, které zrelaci z cviceni 7) jsou zobrazeni, piipadné uréi vlastnosti tohoto
zobrazeni (injektivni, surjektivni, bijektivni).

12) Necht' X, Y jsou neprazdné mnoziny. Uvazujme mnoziny: R je mnoZina vSech binarnich
relaci mezi X a Y, Z je mnozina vSech zobrazeni mezi X a Y, S je mnozina vSech
surjektivnich zobrazeni mezi X a Y, | je mnozina vSech injektivnich zobrazeni mezi X a Y
a B je mnozina vSech bijektivnich zobrazeni mezi X a Y. Nakreslete Venniv diagram
znazornujici vztah mnozin R, Z, S, | a B.

13) Urcete vyctem prvkl vSechny binarni relace na mnoziné M = {a, b}. Dokazete predem
urcit jejich pocet? Které z nich budou reflexivni?

14) Na zéklad¢ ptredchoziho cviceni urete pocet vSech bindrnich relaci na tfiprvkové
mnozin€. Kolik z nich bude reflexivnich?

15) Udejte nutnou a postacujici podminku pro to, aby relace — (mnozinova inkluze) byla
symetrickou relaci na potenéni mnozing P(A).

16) Urcete vSechny rizné rozklady mnoziny M = {a, b, ¢} a pro kazdy rozklad urcete jemu
ptislusnou relaci ekvivalence.

17) Urcete vlastnosti nasledujicich zobrazeni:
a) fi: CoR, fy(x+tyi)=x,
b) f2: Co R fH(x+yi)=(XY),
o) fi: R R, f((xy)=x+1Y,x),
d) fs RP >R, f (XY, 2)=(X-Y,X—2y, X—32),
e) fs: R"> R, fs (X1, ..., Xn)) = X1 + ... + Xn,
f) fe: R" > R", fo (X1, ..., Xn)) = (X1, X1 T Xo, oo, X1 X2+ ... + Xn),
g f: N2 >N, f((x,y)=x+y,
h) fg: N— N?, fg (x) = (2%, 2x + 1),
1) fo: N2 - P(N)a fo ((Xa y)) = {Xa y}a
18) Uved'te piiklad mnozin A a B a zobrazeni f: A — B, tak, aby f:

a) bylo surjektivni,
b) nebylo surjektivni,
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c) bylo injektivni,
d) nebylo injektivni,
e) bylo bijektivni.

19) Urcete vlastnosti zobrazeni (funkce jedné realné proménné) f: R >R, f(x)=ax+Db
v zavislosti na koeficientech a, beR.

20) Zobrazeni z ptedchoziho cviceni je linearni funkce, kterou zndte ze stfedni Skoly.
Projdéte si ostatni zékladni elementarni funkce jedné realné proménné (kvadratickou,
mocninnou, exponencialni, logaritmickou, goniometrické funkce, ...) a urcete jejich
vlastnosti.

3 Algebraické struktury

3.1 Algebraické struktury s jednou binarni operaci

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumét obsahu pojml bindrni operace na mnozin¢€ a algebraicka struktura s jednou
binarni operaci,

e spravné pouzivat ptisluSnou terminologii a symboliku,

e samostatné urcovat zakladni vlastnosti operaci a rozliSovat zakladni struktury s jednou
binarni operaci.

Kazdé zobrazeni f kartézského sou¢inu M" do mnoZziny M nazyvame n-arni operaci na
mnoZiné M. Operace f tedy pfifazuje kazdé uspotadané n-tici (M, my,..., My) € M" pravé jeden
prvek meM, coz zapisujeme f(m;, my,..., my) = m. Je-li n = 2, mluvime o binarni operaci na
mnoziné M a misto f(m;, m,) = m piSeme cCast&ji m;fm, = m. Symbol f pro oznaceni binarni
operace pak zpravidla nahrazujeme nekterym ze symboll o, *, +, -, x apod.

Definice 3.1.1 Grupoidem G = (G, -) nazveme neprazdnou mnozinu G s binarni operaci ,,-*
definovanou na této mnozin¢.

Je-li operace ., navic komutativni, t.j. Va,beG : a-b = b-a, nazyva se G komutativni
grupoid.

Definice 3.1.2 Rekneme, Ze grupoid G = (G, -) ma neutralni prvek n, jestlize existuje neG
takovy, ze VaeG : a-n =a =n-a.

Definice 3.1.3 Necht' grupoid G = (G, -) m4 neutralni prvek n a necht’ aeG. Pak prvek a'eG
se nazyvé inverznim prvkem k prvku a, plati-lia-a' =n=a"a.
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Definice 3.1.4 Pologrupou rozumime libovolny grupoid G = (G, -), ve kterém je operace ,,- ,,
asociativni, t.j. Va,b,ceG : a- (b-c) =(a-b) -c.

Definice 3.1.5 Pologrupa G = (G, -) se nazyva grupa, obsahuje-li neutralni prvek a existuje-li
v ni ke kazdému prvku prvek inverzni.

Otéazky

1. Co rozumime binarni operaci na mnozin¢?
2. Co rozumime grupoidem?

3. Co rozumime pologrupou?

4. Co rozumime grupou?

5. Co rozumime komutativni grupou?

6. Je kazda grupa pologrupou?

7. Je kazda grupa grupoidem?

8. Je kazda pologrupa grupoidem?

9. Je kazda pologrupa grupou?

10. Je kazdy grupoid pologrupou?
11. Je kazdy grupoid grupou?

Cviceni

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Uved'te konkrétni piiklady binarnich operaci na mnozing.

Nakreslete Venniv diagram znéazoriujici tiidu vSech grupoidd, komutativnich grupoidd,
pologrup, komutativnich pologrup, grup a komutativnich grup.

Uved'te priklad nekomutativniho grupoidu a zndzorni jeho polohu v diagramu z cviceni
2).

Uved'te ptiklad grupoidu, ktery neni pologrupou, a zndzorni jeho polohu v diagramu
z cviceni 2).

Uved’te priklad pologrupy, kterd neni grupou, a znazorni jeji polohu v diagramu z cviceni
2).

Uved'te ptiklad nekomutativni grupy a znazorni jeji polohu v diagramu z cviceni 2).
Upravte Vennliv diagram z cviceni 2) tak, aby rozli$il grupoidy s neutrdlnim prvkem a

grupoidy bez neutralniho prvku. Zapi§ do kazdého policka tohoto diagramu aspon jeden
ptiklad grupoidu odpovidajicich vlastnosti.

Je dana mnozina M = {a, b, c}. Rozhodnéte, které z nasledujicich binarnich operaci
z mnoziny MxM do M jsou bindrnimi operacemi na mnoziné¢ M, piipadné je zapiSte
pomoci Cayleyovy tabulky:
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Ri ={((a, a),b), ((a, b),h), ((a c),b), ((c,0),a)},

Ry ={((a, b), ), (b, a), ¢), ((b,c),a), ((a,c),b)((a b),a),

R:; ={((a, @), b), ((a b),a), ((a c),c), ((c,c),c)((b,a),a), ((b,b),a), ((b,c),0),
((c,a),0), ((c,b),0), }.

9) Rozhodnéte, zda se v nasledujicich ptipadech jednd o binarni operace na ptisluSnych
mnozinéch:
a) scitani na Zo,
b) scitanina
c) odcitani na N,
d) odc¢itani na Z,
e) scitdnina {-1, 1},
f) séitani na R\Q,
g) nasobeni na Cy,
h) ndsobenina
i) nasobeni na R\Q,
j) nasobenina {-1, 1},
k) délenina Z,
1) déleni na Q,
m) déleni na Qo,
n) od¢itani na C,
0) umocnovani na Z,
p) umociovani na Q,
q) umocnovani na R,
r) séitani matic na Mmxn(T),
s) nasobeni matic na Mmxn(T),
t) ndsobeni matic na Mp(T),
u) skladani transformaci na mnoZzing vSech transformaci neprazdné mnoziny A,
v) skladani permutaci na mnozin€ vSech permutaci neprazdné mnoziny A,
w) skalarni soucin vektori na mnoziné vSech vektori daného ecukleidovského
vektorového prostoru,
x) vektorovy soucin vektori na mnozin¢ vSech vektord dané¢ho eukleidovského
vektorového prostoru,

10) Rozhodnéte, zda jsou obvyklé s¢itdni a nasobeni binarnimi operacemi na mnoziné M, kde
M je mnozina:
a) vSech sudych celych ¢isel,
b) vsSech lichych celych ¢isel,
c) vsech celociselnych nasobki péti,
d) vsech zapornych racionalnich ¢isel,
e) vsech kladnych raciondlnich cisel,
f) vSech iracionalnich ¢isel,
g) vSech imaginarnich Cisel,
h) vSech ryze imaginarnich cisel,
1) vSech komplexnich jednotek,
J) vSech komplexnich druhych odmocnin z jedné,
k) vSech komplexnich tfetich odmocnin z jedné,
) vSech komplexnich ¢tvrtych odmocnin z jedné.
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11) Necht na mnozin€ A = {0, 1, 2} je definovana binarni operace * takto: VX, yeA; X*y se
rovna zbytku pii déleni &isla x* — y* &islem 3. Sestavte Cayleyovu tabulku operace ,,*“ a
zjistéte, je-li tato operace komutativni a asociativni.

12) Na mnozin€ vSech raciondlnich cisel Q definujme operaci * takto: Xx*y = —. VySetiete

vlastnosti grupoidu (Q, *).

13) Necht A = {(a, b); a, beR, a # 0}. Definujme binarni operaci * na A takto:
(a, b) = (c, d) = (ac, bc + d). Urcete vlastnosti grupoidu (A, *).

14) Necht’ pro libovolna realna Cisla a, b plati: aeb=a+b+2, a*xb=a+b+ ab.
Dokazte, Ze (R, o) je komutativni grupa a (R, *) je komutativni pologrupa s neutralnim
prvkem, kterd neni grupou.

15) Ozna¢me M mnozinu vSech matic ve tvaru

0
) o b

kde X, yeR, x# 0. Ovéite, zda mnozina M tvofi spolu s operaci nasobeni matic grupoid a
urcete vlastnosti tohoto grupoidu.

16) Rozhodnéte, kolika zplisoby lze doplnit nasledujici tabulku operace * na mnoziné
G ={a, b, ¢} tvaru

O[T |(Q | *
o

tak, aby (G, *)

a) byl grupoid,

b) byl grupoid s jednickou,

c) byl komutativni grupoid,

d) byla komutativni pologrupa,
e) byla pologrupa s jednic¢kou,
f) byla grupa.

17) Sestavte Cayleyovu tabulku pro sc¢itani ,,®* a nasobeni ,,®*“ na mnoziné¢ Z3 zbytkovych
tfid modulo 3 a urcete vlastnosti grupoidi (Z3, @) a (Z3, ®).

18) Sestavte Cayleyovu tabulku pro scitani ,,®* a ndsobeni ,,®“ na mnozin¢ Z, zbytkovych
tfid modulo 4 a urcete vlastnosti grupoidi (Z4, @) a (Z4, ®).

22



19) Uréete mnozinu S(A) vSech permutaci na mnoziné¢ A = {1, 2, 3} a sestavte Cayleyovu
tabulku pro skladani permutaci z S(A). Ukazte, Ze mnozina S(A) tvoii spolu s operaci
skladani permutaci grupu, kterd neni komutativni.

20) Necht’ p je rovina. Ozna¢me pro libovolné body A, B € p symbolem A*B stfed usecky AB.
Urcete vlastnosti grupoidu (p, *).

21) Uréete podminku, kterou musi spliiovat mnozina M, aby grupoid (P(M), M) mél vlastnosti
grupy (P(M) znaci tzv. potenéni mnozinu mnoziny M, tj. mnoZinu v§ech podmnozin v M).

22) Urcete podminku, kterou musi spliiovat mnozina M, aby grupoid (P(M), U) mél vlastnosti
grupy.

3.2 Algebraické struktury se dvéma binarnimi operacemi

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumét obsahu pojmll binarni operace na mnoziné a algebraickd struktura
se dvéma bindrnimi operacemi,

e spravné pouzivat ptisluSnou terminologii a symboliku,

e samostatn¢ urCovat zakladni vlastnosti operaci a rozliSovat zikladni struktury
se dvéma bindrnimi operacemi.

Definice 3.2.1 Polookruhem nazyvame algebraickou strukturu M = (M, +, -) se dvéma
bindrnimi operacemi ,,+“ a ., ,, takovou, ze (M,+) je komutativni pologrupa, (M, -) je
pologrupa a operace ,, ,, je distributivni vzhledem k operaci ,,+, t.j. Va, b, ceM plati :

a-(b+c)=(a-b) + (a-c) , (atb)-c=(a-c)+(b-c).

Je-1i (M, ) navic komutativni, fikame, ze (M, +, -) je komutativni polookruh.

Obsahuje-li algebraicka struktura (M, +, -) neutrdlni prvky vzhledem k obéma operacim,
nazyvame z duvodu rozliSeni neutralni prvek vzhledem k operaci ,,+* nulovym prvkem ( nebo
struéné nulou) a neutralni prvek vzhledem k operaci ,,-“ jednotkovym prvkem (stru¢né
jednickou). Nulovy prvek budeme znacit symbolem 0 a jednotkovy symbolem e. V nékterych
ptipadech, kdy nebude hrozit nedorozuméni, budeme nulovy prvek rovnéz znacit symbolem
0 a jednotkovy prvek symbolem 1.

Definice 3.2.2 Polookruh (M, -+, -) obsahujici jednotkovy prvek se nazyva polookruh
s jednotkovym prvkem nebo kratce polookruh s jednickou.

Definice 3.2.3 Polookruh M = (M, +, -) nazveme okruhem, je-li (M, +) komutativni grupou.
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Definice 3.2.4 Prvek a#0 okruhu (M,+, -) se nazyva netrivialnim délitelem nuly, existuje-li
nenulovy prvek beM takovy, ze a-b =0, b-a=o0.

Definice 3.2.5 Oborem integrity budeme rozumét kazdy komutativni okruh J = (J, +, -)
s jedni¢kou e # 0, v némz neexistuji netrivialni délitelé¢ nuly.

Definice 3.2.6 Kazdy alespon dvouprvkovy okruh T = (T, +, -) takovy, ze (T\{0}, -) je grupa,
se nazyva téleso.

Definice 3.2.7 a) Rekneme, Ze téleso T méa charakteristiku k (k e N), jestlize k je nejmensi
ptirozené ¢&islo takové, ze x = 0. ( symbol ,,X* znaCi tzv. pFirozeny nasobek, tj.
kX e=e+e+..+e - kscitanci).

b) Jestlize takové piirozené Cislo k neexistuje, pak fikame, Ze téleso T je nekoneCné
chrakteristiky (nebo, ze ma charakteristiku 0).

Uvedené definice zékladnich algebraickych pojmii by mély umoznit i ctenafi, ktery
neni obeznamen s problematikou bindrnich relaci, zobrazeni a algebraickych struktur,
zorientovat se v nasledujicim textu. Dal$i podrobnéjsi popis vlastnosti definovanych struktur
Ize nalézt v ptislusné literatufe, proto zde od néj upoustime, abychom zbytecné nezvétSovali
rozsah skripta.

Otézky

Co rozumime algebraickou strukturou se dvéma bindrnimi operacemi?
Co rozumime polookruhem?
Co je to okruh?
Jaké vlastnosti ma obor integrity?
Co rozumime télesem?
Je kazdy okruh polookruhem?
Je kazdy polookruh okruhem?
Je kazdy okruh polookruhem?
Je kazdy okruh oborem integrity?
. Je kazdy obor integrity okruhem?
. Je kazdy obor integrity télesem?
. Je kazdé téleso oborem integrity?
. Je kazdé téleso okruhem?
. Co rozumime charakteristikou télesa?

O NN RN =

—t et e = = \O
LN = O

Cviceni

1) Nakreslete Venniv diagram znazorfujici tfidu vSech okruhli, komutativnich okruht,
okruhti s jedni¢kou, obort integrity, téles a komutativnich téles.

2) Uved'te ptiklad nekomutativniho okruhu a znazorni jeho polohu v diagramu z cviceni 1).

3) Uvedte ptiklad okruhu bez jednicky a znazorni jeho polohu v diagramu z cviceni 1).
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4) Uvedte ptiklad komutativniho okruhu s jednic¢kou, kterd neni oborem integrity, a znazorni
jeji polohu v diagramu z cviceni 1).

5) Uved'te priklad oboru integrity, ktery neni télesem, a znazorni jeho polohu v diagramu
z cviceni 1).

6) Uved'te ptiklad télesa, které neni oborem integrity, a znazorni jeho polohu v diagramu
z cviceni 1).

7) Rozhodnéte, zda se v nasledujicich pfipadech jedna o okruhy, ptipadné urcete jejich dalsi
vlastnosti (komutativnost, existence jednotkového prvku, existence déliteld nuly, je-li
dany okruh oborem integrity, ptip. té¢lesem):

a)
b)

c)
d)
e)
f)

g)
h)

i)
)
k)

D

(2Z+1, +, +),

(2Z,+, ),

(3Z+1, +, +),

(3Z,+,),

(Qo, +, -),

R\Q, +, 1),

({'1’ 1}’ +a ')a

(R, e, %), kde Va,b e Rplati: aeb=a+b+2, axb=a+b+ab,

(M, +, ), kde M ={ 5 ;a,b e R}, ,+“a - je sCitani a nasobeni matic,

(Z3, @, ®), kde Z; jsou zbytkové tiidy modulo 3, ,®“ a ,®*“ je sCitdni a nasobeni
zbytkovych tfid,

(Z4, @, ®), kde Z4 jsou zbytkové tiidy modulo 4, ,®“ a ,®“ je sCitdni a nasobeni
zbytkovych tfid,

(ZV2,+, ), kdeZ V2 ={a+bv2;a,b e Z},

m) (Q(V3), +, -), kde Q(v3) = {a+bv3;a,b € Q,

4 Logicka struktura matematického textu a vykladu

4.1 Definice matematickych pojmd

Cile

Po prostudovani této kapitoly dokazete:

porozumét tomu, co je obsah a rozsah matematického pojmu,
spravné pochopit, co rozumime definici matematického pojmu,
samostatné uréovat zakladni ¢asti definice — definiendum, definiens,
rozhodnout o spravnosti formulace definice daného pojmu,
rozhodnout o vztahu rozsahti definovanych pojmii.

Kazdy matematicky pojem ma urcity obsah a rozsah. Obsah pojmu tvoii souhrn v§ech

vlastnosti, které jsou pro dany pojem charakteristické. Napf. obsahem pojmu rovnobéznik je
,fovinny obrazec ohraniCeny ¢tyfmi useCkami, jehoz protilehlé strany a uhly jsou shodné,
uhlopticky se vzajemné pili, atd.“. Rozsah pojmu tvofi mnozina vSech objektt, které maji
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vSechny vlastnosti stanovené jeho obsahem. Rozsahem pojmu rovnobéznik je tedy mnoZzina
vsech rovnobéznikl. Rozsifujeme-li obsah pojmu, zuzi se jeho rozsah a obraceng. Je-li rozsah
jednoho pojmu obsazen vrozsahu druhého pojmu, fikdme, ze druhy pojem je rodem
(rodovym pojmem) vzhledem k prvnimu pojmu a naopak prvni pojem je druhem (druhovym
pojmem) druhého pojmu. Napi. pojem obdélnik je rodovym pojmem pojmu Ctverec a pojem
ctverec je druhovym pojmem pojmu obdélnik. Muzeme tedy fici, ze kazdy cCtverec je
obdéInikem, ale ne naopak.

Definici rozumime ¢ast textu nebo vykladu, ktera slouzi k zavedeni nového pojmu.
Z formalniho hlediska definice zpravidla obsahuje tzv. definiendum, tj. vyraz, ktery je
definovan (jehoz obsah definici vymezujeme) a definiens, tj. vyraz, pomoci néhoz je vymezen
obsah definienda. Ob¢ tyto Casti definice jsou spojeny defini€ni rovnosti (napt. slovnim
obratem ,,znamend®, ,,je“, ,rozumime*, ,nazyvame®, ,je definovan jako*, apod.), ptipadné
defini¢ni ekvivalenci (,,pravé kdyz*, ,tehdy a jen tehdy®, ...ale také , jestlize, pak®).

Priklady

a) Ctvercem rozumime rovnostranny pravouhly étyfihelnik.

b) Prvocislem nazveme ptirozené ¢islo, které ma pravé dva rtizné délitele.

c) Jestlize pro prirozena Cisla a, b plati a =bx, kde x je ptirozené Cislo, fikame, ze ¢islo a je
nasobkem ¢isla b (Cislo b je dé€litelem Cisla a).

Pii nespravné formulaci definice muze dojit k poruseni definiéni rovnosti (defini¢ni
ekvivalence) tfemi zptsoby:

1) zuzujici definice — rozsah definiens je mensi, nez rozsah definienda (napt. ,,Funkce y =
ax*+bx, kde a #0, se nazyva kvadraticka),

2) rozsifujici definice - rozsah definiens je vétsi, nez rozsah definienda (napf. ,,Ctverec je
pravidelny ¢tyfuhelnik®),

3) posunujici definice — nékteré objekty jsou do rozsahu pojmu nespravné zahrnuty a
naopak, jiné objekty jsou nespravné nezafazeny (napf. ,, Funkce y = ax’+bx se nazyva
kvadraticka).

Neptipustnou logickou chybou pti formulaci definice je definovani nezndmého pojmu pomoci
jiného neznamého pojmu, ptip. tzv. definice kruhem, kdy v definiens se objevuje stejny pojem
jako v definiendu (napf. ,,Baze vektorového prostoru je takova baze ...%).

Otéazky

1. Co rozumime obsahem a rozsahem matematického pojmu?
2. Co rozumime definici matematického pojmu?

3. Co je definiendum a definiens?

4. Co rozumime defini¢ni rovnosti?

5. Co rozumime defini¢ni ekvivalenci?

6. Co rozumime zuzujici definici?

7. Co rozumime rozsitujici definici?

8. Co rozumime posunujici definici?

9. Co je to definice kruhem?

Cviceni
1) Pokuste se definovat nasledujici pojmy:
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obdélnik,

kosoctverec,

kosodélnik,

kruznice,

kruh,

kvadraticka funkce,
linearni funkce,

rovnost zlomkd,

podobnost trojuhelnik,
binarni relace na mnozing,
zobrazeni mezi mnozinami,
binarni operace na mnozing,

m) grupa,

komutativni téleso,

vektorovy prostor,

linearni kombinace vektoru,

line4rni obal podmnoziny vektorového prostoru,
baze vektorového prostoru,

dimenze vektorového prostoru,

determinant ¢tvercové matice,

hodnost matice,

soufadnice vektoru vzhledem k dané bazi,

w) eukleidovsky vektorovy prostor.

2) Rozhodnéte o spravnosti formulace néasledujicich definic, ptipadné uved'te, o ktery typ
poruseni defini¢ni symetrie se jedna a zformulujte spravnou definici:

a)
b)
c)
d)

e)
f)

g
h)
i)
)
k)

D

Funkce y = ax’+bx+c se nazyva kvadratick4,

Funkce y = x*+bx+C se nazyva kvadraticka,

Jestlize pro piirozena Cisla a, b plati a =bx, kde X je racionalni ¢islo, fikame, ze ¢islo a
je nasobkem ¢isla b (¢islo b je délitelem ¢isla a).

Iracionalni jsou Cisla, ktera nejsou raciondlni.

Ryze imaginarnim ¢islem rozumime kazdé ¢islo tvaru bi, kde b je realné Cislo.

Binéarni relaci na mnoziné A rozumime kazdou neprézdnou podmnozinu kartézského
soucinu A°,

Zobrazenim mnoziny A do mnoziny B rozumime binérni relaci, kterd kazdému prvku
z A ptifadi nejvyse jeden prvek z B.

Algebraickou strukturu s jednou binarni operaci, v niz existuje neutralni prvek a ke
kazdému prvku prvek symetricky, nazveme grupou.

Télesem rozumime obor integrity, v némz vSechny nenulové prvky tvoii grupu
vzhledem k nasobeni.

Matici nazveme diagonalni, jestlize vSechny jeji prvky, které nelezi na hlavni diagonale
jsou rovny nule.

Jsou-li A a B neprazdné mnoziny, pak levou vnéjsi operaci nad A a B rozumime kazdé
zobrazeni e : AxB — A.

Rekneme, 7e vektory ..., € R"jsou linearné zavislé, jestlize existuji realn ¢isla
Cy, ..., Cktakova, zec; +...tC =

m) Linedrnim obalem podmnoziny M vektorového prostoru V rozumime priinik v§ech

n)

podprostort prostoru V obsazenych v mnoziné M.
Bazi vektorového prostoru kone¢né dimenze rozumime jeho libovolnou mnozinu
generatorul.
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o) Hodnosti matice rozumime pocet jejich linedrné nezavislych fadki.

3) Definujte pojmy ctverec, pravouhelnik, rovnobéznik, c¢tyfuhelnik, mnohouhelnik a
rovinny obrazec a rozhodnéte, v jakém vztahu jsou rozsahy téchto pojmi.

4.2 Matematické véty

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumét vyznamu matematickych vét v matematickém vykladu,

e spravné se orientovat v obvyklych formulacich matematickych vét,

e spravné pouzivat ptisluSnou terminologii a symboliku,

e vyuzivat zékladnich poznatkli matematické logiky pifi modifikovani matematickych
Ve,

Matematickou vétou (pouckou) rozumime zpravidla uréity matematicky poznatek vyjadieny
slovy nebo symbolickym zdpisem, pfi¢emz piedpokladdme jeho platnost (zarucenou
diikkazem). Z hlediska logiky je tedy matematickd véta pravdivym vyrokem o vlastnostech
matematickych pojmil. Matematické véty mivaji vétSinou tvar implikace A = B, nebo je Ize
na tento tvar pievést. Vyrok A nazyvame predpokladem (postaCujici podminkou,
antecedentem) a vyrok B tvrzenim (nutnou podminkou, konsekventem).

K matematické vété tvaru A = B mizeme vytvofit vétu obracenou B = A a vétu obménénou
—B = —A. Zatimco véta obracena platit nemusi (tj. nemusi byt matematickou vétou), véta
obménénd mé vzdy stejnou pravdivostni hodnotu jako véta ptvodni (presvédéte se pomoci
tabulky pravdivostnich hodnot!). Plati-li pro danou matematickou vétu tvaru A = B i véta
obracena B = A, miiZzeme ob¢ véty formulovat jako vétu jedinou ve tvaru ekvivalence A <
B (ptip. B<= A)

Otéazky

1. Co rozumime matematickou vétou?

2. Jaky je obvykly tvar matematické véty?

3. Co rozumime pfedpokladem a tvrzenim matematické véty?

4. Kdy tikame, ze matematickd véta udava nutnou a postacujici podminku?

5. Co rozumime vétou obracenou k dané vété a co miizeme fici o jeji pravdivosti?
6. Co rozumime vétou obménénou k dané vété a co mlizeme tici o jeji pravdivosti?

Cviceni

1) Urcete predpoklad a tvrzeni nasledujicich matematickych vét:
a) Uhlopticky v rovnobézniku se puli.
b) Soudet vnitinich Ghld v trojihelniku je 180°.

2) K nasledujicim matematickym vétam utvoite vétu obracenou a obménénou a rozhodnéte o
pravdivosti véty obracené:
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a) Jsou-li obrazce shodné, maji stejny obsah.

b) Je-lix =2, pak X’ = 4.

¢) Je-li x racionalni &islo, je také X* racionalni &islo.

d) Je-li ciferny soucet dan¢ho ¢isla délitelny tfemi, pak je toto Cislo délitelné tfemi.

e) Je-li ¢islo délitelné dvéma a tfemi, je délitelné Sesti.

f) Je-li (G, -) grupa, je (G, -) pologrupa.

g) Je-li (G, +, -) komutativni téleso, je (G, +, -) obor integrity .

h) Ma-li funkce f v bod¢€ X, derivaci, je funkce f v bodé X, spojita.

i) Jestlize funkce f ma v bod¢ a nenulovou derivaci, pak v tomto bod¢ nema lokalni
extrém.

3) Zformulujte Pythagorovu vétu, utvoite vétu k ni obracenou a obménénou a rozhodnéte o
jejich pravdivostech.

4) Urcete podminku, kteréd
a) je postacujici, ale neni nutna,
b) je nutnd, ale neni postacujici,
C) je nutnd a postacujici,
d) neni nutna ani postacujici
© 1 . 2 _ » v o s Pl Mx T
pro to, aby kvadraticka rovnice ax” + bx + ¢ = 0 méla dve rtizna realna feseni.

5) Urcete podminku, ktera
a) je postacujici, ale neni nutna,
b) je nutnd, ale neni postacujici,
C) je nutnd a postacujici,
d) neni nutnd ani postacujici
pro to, aby ptirozené ¢islo X bylo délitelné ¢islem 66.

6) Necht’ A a B jsou konecné neprazdné¢ mnoziny. Urcete nutnou a postacujici podminku pro
existenci
a) injektivniho zobrazeni f: A — B,
b) surjektivniho zobrazeni f: A — B,
c¢) bijektivniho zobrazeni f: A — B.

4.3 Dlkazy matematickych vét

Cile
Po prostudovani této kapitoly dokazete:

e porozumeét vyznamu dikazi matematickych vét,
e orientovat se v zakladnich typech dikazd,
e vyuzivat zdkladnich poznatki matematické logiky pti dokazovani matematickych vét,

4.3.1 Dlkaz pFimy

Piimy dikaz je zaloZen na tautologii

((A=B)) A(By =By A...A(Bn= B)) = (A = B) (tranzitivnost implikace). Mame-li tedy
dokazat vétu ve tvaru implikace A = B, dokdzeme postupné tetézec implikaci (A = B;) A (B,
= By) A...A (B = B), ktery za¢ina predpokladem dokazované véty (vyrok A) a konci jejim
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tvrzenim (vyrok B). Diky uvedené tautologii odtud plyne platnost implikace A = B, tedy
platnost dokazované véty.

Priklad

Dokazte, 7e pro kazdé piirozené &islo n plati: je-li n sudé, je n* sudé.

Ptimym dikazem dokézeme vétu A = B, kde A je vyrok ,,n je pfirozené sudé ¢islo“ a B je
vyrok n? je sudé cislo* :

Je-1i n sudé, pak existuje keN takové, zen=2K ................. A= B,
Je-lin=2k pak n* =4k ..., B, = B,
Je-lin® =4k% pak N®=2-2n% ..., B, = B;
Je-lin® =2.2n%, pak je n* sudé &islo ............oovveeeeiiinnnn... B;=B

4.3.2 DUkaz nep¥imy

Nepfimym dikazem véty A = B rozumime piimy dikaz véty k ni obménéné, tj. véty
—B = —A, kterd ma vzdy stejnou pravdivostni hodnotu jako véta A = B (Vyuzivame
tautologii (A = B) < (—B = —A)).

Priklad

Dokazte, 7e pro kazdé piirozené &islo n plati: je-li n* sud¢, je n sudé.

Neptimy dikaz véty A = B je zaloZen na pfimém dikazu véty obménéné —B = —A, tj. véty
Je-li n liché, je n* liché.“

Je-1i n liché, pak existuje keN takové, zen=2K+1.................coeenin. —-B = B,
Je-lin=2k+1, pak n* = 2k +1)* = 4k* + 4k +1 =2-2k* + 2K) +1 ........... B, =B,
Je-li n* = 2-(2k* + 2K) +1, pak n* je liché &is1o ...........cccovvuveeiiinee. B, = —A

4.3.3 Dlikaz sporem

Predpokladame, Ze véta A = B neplati, tedy plati jeji negace —(A = B), kterou lze zapsat ve
tvaru A A —B. Od tohoto ptedpokladu dojdeme fetézcem implikaci k evidentné nepravdivému
vyroku (sporu). To znamend, ze predpoklad —(A = B) neplati a plati véta A = B.

Priklad
Dokazte, 7 V2 je iracionalni &islo.

Predpokladame platnost negace véty, tj., Ze V2 je &islo racionalni a snazime se vytvofit fetézec
implikaci, na jehoZz konci bude spor s timto predpokladem.

Je-li V2 racionalni Cislo, pak existuji nesoudélna ¢isla p, g €N takova, ze \2 = g

2
Jestlize 2 = g pak2 =2

q

2

Je-li2 = % pak p? = 207, tj. p* je sudé &islo,

Je-li p je sudé &islo, je p sudé &islo (viz predchozi priklad),
Je-1i p sudé ¢islo, pak existuje keN takové, ze p = 2k,
Jestlize p = 2k, pak 2¢” = p* = 4k,

Jestlize 2q7 = 4k%, pak o = 2k, tj. g° je sudé &islo,
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Je-li g je sudé &islo, pak q je sudé &islo.

Dokazali jsme tedy, ze p a q jsou suda Cisla, coz je spor s predpokladem, Zze p a q jsou
nesoudélna. To znamend, Ze na§ predpoklad, Ze V2 je &islo racionalni neplati a plati jeho
negace, tj. \2 je &islo iraciondlni.

Priklad

DokaZzte, ze prvocisel je nekonec¢né mnoho.

Predpokladame naopak, Zze pi, ..., pn  jsou vSechna prvocisla. Uvazujme Ccislo
kK=pi- ... pn + 1. Kdyby ¢islo k bylo prvoc¢islem, muselo by se rovnat n¢kterému z ¢isel p;.

Ovsem cislo k dava po vydéleni Cislem p;i zbytek 1, coz je spor. Pokud by ¢islo k bylo
slozené, muselo by byt délitelné nékterym z prvocisel pi, coz opét vede ke sporu.

4.3.4 DUkaz matematickou indukci

Dtkaz matematickou indukci ptedstavuje zvlastni pifipad piimého diukazu. Vyuziva
nasledujici specifické vlastnosti mnoziny vSech ptirozenych ¢isel: Necht V(X) je vyrokova
forma s oborem proménnosti N. Je-li pravdivy vyrok V(ng) pro nékteré noeN a plati-li
implikace V(k) = V(k+1) pro kazdé k €N, k > ny, pak V(n) je pravdivy vyrok pro kazdé n €N,
n = ny.

Priklad
Dokazte, 7e pro kazdé n eN plati: 1 +3 +5+ -+ (2n—1) =n’,

Dokazovana rovnost je vlastné vyrokova forma V(n) o jedné proménné n. Dikaz provedeme
ve dvou krocich:

1) Ukézeme platnost V(1):
Pro n =1 dostaneme 1 = 12, tj. V(1) plati.

2) Dokazeme platnost implikace V(K) = V(k+1) pro kazdé k eN:
Predpokladame tedy platnost rovnosti V(K), tj.
1 +3+5+ -+ 2k - 1) =K (indukéni predpoklad) a dokaZeme, Ze z tohoto
predpokladu plyne platnost V(k+1), tj. rovnost
1+3+5++2k=1)+@2k+1)=(k+ D~
Budeme tedy upravovat levou stranu rovnosti V(k+1) a s vyuzitim indukéniho
predpokladu chceme dostat pravou stranu V(k+1). Postupné dostaneme:
1+3+5++2k=1)+2k+ 1=k +@2k+1)=(k+ 1)
Kroky 1) a 2) dokazuji platnost rovnosti V(n) pro kazdé n eN.

4.3.5 DUkaz rovnosti dvou mnozin

PFiklad
Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, CplatiA N (BuU C)=(An B)u (AN C).

a) Pomoci Vennovych diagramil — proved’te jako cviceni.

b) Pomoci tabulkové metody (viz napt. [2] ).
¢) Pomoci ,,Principu neurcitého prvku:
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Abychom dokazali rovnost A N(BUC) = (A nB) U (ANnC), dokazeme dvé inkluze:
AN(BUC) < (ANB) U (ANC) a (A nNB) U (ANC) c AN(BUC).

Necht’ xe A N(BUC). Pak xe A a soucasné xeBUC, tj. xeB nebo xeC. Je-li xeB, pak je
XxeANB, a je-li xeC, je zfejmé XeANC. Tedy xeAnB nebo xeANC, tj. xe(AnB) U
(ANC). Dokazali jsme tedy, ze patfi-li libovolny prvek do mnoziny A N(BUC), patii
rovnéz do mnoziny (A NB) U (ANC), neboli A N(BUC) < (A NB) U (ANC). Podobnym
zpusobem dokazeme i druhou inkluzi (dokazte jako cviceni).

Otéazky

1. Jaké znas zékladni typy dikazi matematickych vét?
2. Na ¢em je zalozen ptimy dikaz?

3. Na ¢em je zalozen neptimy dikaz?

4. Na ¢em je zalozen dikaz sporem?

5. Jak provadime dikaz matematickou indukci?

6. Jak dokazujeme rovnost dvou mnozin?

Cviceni

1)

2)

3)

Dokazte pomoci pfimého ditkazu véty:

a) Tvofti-li kladna ¢isla a,, ay, ..., @) prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti, potom
(ar-ap ... an)2 = (al'an)n,

b) Vx,yeR;x2+y2§2:>\x+y\§2,

¢) Je-li tg10° raciondlni &islo, pak c0s20° je rovndZ racionalni &islo (vyuzij vzorec

COS2X = —).

d) Jedinym idempotentnim prvkem kazdé grupy je jeji neutralni prvek.
e) Jestlize v grupé (G, -) s neutralnim prvkem e plati a-a = e pro kazdé aeG, pak je grupa
(G, -) komutativni.

DokaZte pomoci nepiimého ditkazu véty:

a) Pro kazdé piirozené islo n plati: Jestlize 3 déli n* + 2, pak 3 nedéli n.

b) Jestlize nelze sestrojit kruzitkem a pravitkem thel o velikosti 1°, pak nelze takto
sestrojit ani uhel o velikosti 19°.

¢) Je-li c0s20” iracionalni &islo, pak je tg10° rovnéZ iraciondlni &islo.

Dokazte pomoci ditkazu sporem véty:

a) Cislo V7 je iracionalni.

b) Cislo log7 je iracionalni.

c) Kazdym bodem A, ktery nelezi na ptimce p, prochazi nejvyse jedna pfimka q kolma
na pfimku p.

d) V grupoidu existuje nejvyse jeden neutralni prvek.

e) V grupoidu existuje nejvyse jeden agresivni prvek.

f) V pologrupé s neutralnim prvkem existuje ke kazdému prvku nejvySe jeden
symetricky prvek.

g) Necht' V je vektorovy prostor, s e e V. Jestlize vektory s e jsou
linedrné¢ nezavislé pak neexistuje v mnozin¢ { , ..., } podmnozina linedrn¢
zavislych vektort.
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4)

5)

6)

h)

Kazda posloupnost realnych ¢isel ma nejvyse jednu limitu.

Dokazte matematickou indukci:

a)
b)
c)
d)
e)

f)
g)
h)
i)
J)
k)
)

vneN: 3 +23+  +n= L)

VneN; 1+ 2+ 3+ =- ( +1),

VneN; 1+ 3+ 5+ 2 -1=
vneN;1 +2 +3 + + =-  +1(2 +1),
vneN;1 +2 +3 + + - (+1,
vneN; 2" <n!,

vneN,n>3;2" > 2n+1,

YneN,n>4;3" > n’,

YneN,n>5;2" > n%

vneN; &islo n® + 5n je délitelné Sesti.

VneN; ¢islo 2°" + 3*" neni délitelné &islem 73.
Je-lineN, n>2, pak n riznych ptimek lezicich v jedné roviné a prochazejicich jednim
bodem déli rovinu na 2n dutych uhla.

+
+

m) Vzorec pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti.

n)
0)
p)

Vzorec pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti.
Binomickou vétu.
Moivreovu vétu.

Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)
h)

AuBNC)=(AuB)Nn(AuC),
C\(AnB)=(C\A)u (C\B),
C\(AuB)=(C\A)n(C\B),
(AnB)=A"UB/,
(AuB)=A"NnB/,
Cx(AnB)=(CxA)n (CxB),
Cx(AuB)=(CxA)u (CxB),
Cx(A\B)=(CxA)\(CxB),

Dokazte nebo uved'te protiptiklad:

a)
b)
c)
d)

Skladani binarnich relaci na dané mnozin€ je komutativni operace.

Skladani bindrnich relaci na dané mnozin€ je asociativni operace.

Inverzni relace k relaci, kterd je zobrazenim, je opét zobrazeni.

Necht’ A je neprazdna kone¢na mnozina a f: A — A zobrazeni. Pak je-li f injekce nebo
surjekce, pak f je jiz nutné bijekce.

Kazda grupa je komutativni.

Existuje grupoid, ktery neni pologrupou.

Zadny komutativni okruh s jedni¢kou neobsahuje netrividlni délitele nuly.

(Mn(T), +) je komutativni grupa.

(Mn(T), -) je komutativni pologrupa.

(Mnp(T), +, -) je okruh, ktery obsahuje netrivialni délitele nuly.

Necht’ V je vektorovy prostor, , ..., e V. Pak vektory , ...,  jsou linedrn¢
nezavislé praveé tehdy, kdyz{ ,..., } je bazi prostoru V.
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1) Necht'V je vektorovy prostor, Mc V,kde M={ , ..., }.Pak existuje podmnozina
B = M, ktera je bazi prostoru V.

m) Vektory , ...,  zvektorového prostoru V jsou linearn¢ zavislé prave tehdy, kdyz
aspoii jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich.

n) Prinik dvou podprostori vektorového prostoru V je opét podprostor prostoru V.

0) Sjednoceni dvou podprostorti vektorového prostoru V je opét podprostor prostoru V.

p) Soucet dvou podprostorii vektorového prostoru V je opét podprostor prostoru V.

q) Necht' V # { } je vektorovy prostor kone¢né dimenze. Pak kazdé dvé€ jeho baze maji
stejny pocet prvkil.

r) Hodnost matice je rovna poctu jejich linedrn€ nezavislych fadki.

s) Kazda soustava linedrnich rovnic je fesitelna.

t) Kazda homogenni soustava linedrnich rovnic je feSitelna.

u) Ke kazdé ¢tvercové matici existuje matice inverzni.

v) Ke kazdé regularni ¢tvercové matici existuje matice inverzni.

w) Necht' funkce f nabyva v krajnich bodech intervalu ,  nenulovych funkénich
hodnot opa¢nych znamének. Pak v intervalu (a, b) existuje aspon jedno ¢islo ¢ takové,
ze f(c) =0.

x) Funkce f je spojita v intervalu ,  prave tehdy, kdyz je v tomto intervalu omezena.
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